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绝密☆启用前  试卷类型：A

2022 年普通高等学校招生全国统一考试

数学

本试卷共 4 页，22 小题，满分 150 分.考试用时 120 分钟.
注意事项：

1．答卷前，考生务必用黑色字迹钢笔或签字笔将自己的姓名、考生号、考场

号和座位号填写在答题卡上.用 2B 铅笔将试卷类型（A）填涂在答题卡相应位

置上.将条形码横贴在答题卡右上角“条形码粘贴处”.
2．作答选择题时，选出每小题答案后，用 2B 铅笔把答题卡上对应题目选项的

答案信息点涂黑；如需改动，用橡皮擦干净后，再选涂其他答案，答案不能答

在试卷上.
3．非选择题必须用黑色字迹钢笔或签字笔作答，答案必须写在答题卡各题目

指定区域内相应位置上；如需改动，先划掉原来的答案，然后再写上新的答

案；不准使用铅笔和涂改液.不按以上要求作答的答案无效.
4．考生必须保持答题卡的整洁.考试结束后，将试卷和答题卡一并交回.
一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分.在每小题给出的四个选项

中，只有一项是符合题目要求的.
1. 若集合 { 4}, { 3 1}M x x N x x= < = ³∣ ∣ ，则M N =I （    ）

A.  0 2x x£ < B. 
1 2
3

x xì ü
£ <í ý

î þ
C.  3 16x x£ < D. 

1 16
3

x xì ü
£ <í ý

î þ

【答案】D

【解析】

【分析】求出集合 ,M N 后可求M NÇ .

详解】
1{ 16}, { }
3

M x x N x x= £ < = ³∣0 ∣ ，故
1 16
3

M N x xì ü
= £ <í ý

î þ
I ，

故选：D

2. 若 i(1 ) 1z- = ，则 z z+ = （    ）

A. 2- B. 1- C. 1 D. 2

【答案】D

【解析】

【分析】利用复数的除法可求 z ，从而可求 z z+ .

【详解】由题设有 2

1 i1 i
i i

z- = = = - ，故 1+iz = ，故    1 i 1 i 2z z+ = + + - = ，

【
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故选：D

3. 在 ABCV 中，点 D 在边 AB 上， 2BD DA= ．记CA m CD n= =
uuur uuurr r

， ，则CB
uuur

=（    ）

A. 3 2m n-
r r

B. 2 3m n- +
r r

C. 3 2m n+
r r

D. 

2 3m n+
r r

【答案】B

【解析】

【分析】根据几何条件以及平面向量的线性运算即可解出．

【详解】因为点 D 在边 AB 上， 2BD DA= ，所以 2BD DA=
uuur uuur

，即

 2CD CB CA CD- = -
uuur uuur uuur uuur

，

所以CB
uuur

= 3 2 3 2CD CA n m- = -
uuur uuur r ur

2 3m n= - +
r r

．

故选：B．

4. 南水北调工程缓解了北方一些地区水资源短缺问题，其中一部分水蓄入某水库.已知该水

库水位为海拔148 5m． 时，相应水面的面积为 2140 0km． ；水位为海拔157 5m． 时，相应水

面的面积为 2180 0km． ，将该水库在这两个水位间的形状看作一个棱台，则该水库水位从

海拔148 5m． 上升到157 5m． 时，增加的水量约为（ 7 2.65» ）（    ）

A. 9 31.0 10 m´ B. 9 31.2 10 m´ C. 9 31.4 10 m´ D. 

9 31.6 10 m´

【答案】C

【解析】

【分析】根据题意只要求出棱台的高，即可利用棱台的体积公式求出．

【详解】依题意可知棱台的高为 157.5 148.5 9MN = - = (m)，所以增加的水量即为棱台的

体积V ．

棱台上底面积 2 6 2140.0 140 10S = = ´km m ，下底面积 2 6 2180.0 180 10S ¢ = = ´km m ，

∴    6 6 121 1 9 140 10 180 10 140 180 10
3 3

V h S S SS= + + = ´ ´ ´ + ´ + ´ ´¢ ¢

   6 7 9 9 33 320 60 7 10 96 18 2.65 10 1.437 10 1.4 10 (m )= ´ + ´ » + ´ ´ = ´ » ´ ．
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故选：C．

5. 从 2 至 8 的 7 个整数中随机取 2 个不同的数，则这 2 个数互质的概率为（    ）

A. 
1
6

B. 
1
3

C. 1
2 D. 

2
3

【答案】D

【解析】

【分析】由古典概型概率公式结合组合、列举法即可得解.

【详解】从 2 至 8 的 7 个整数中随机取 2 个不同的数，共有
2
7C 21= 种不同的取法，

若两数不互质，不同的取法有：              2,4 , 2,6 , 2,8 , 3,6 , 4,6 , 4,8 , 6,8 ，共 7 种，

故所求概率
21 7 2

21 3
P -

= = .

故选：D.

6. 记函数 ( ) sin ( 0)
4

f x x bpw wæ ö= + + >ç ÷
è ø

的最小正周期为 T．若
2
3

Tp p< < ，且

( )y f x= 的图象关于点
3 ,2
2
pæ ö

ç ÷
è ø

中心对称，则
2

f pæ ö =ç ÷
è ø

（    ）

A. 1 B. 
3
2

C. 
5
2

D. 3

【答案】A

【解析】

【分析】由三角函数的图象与性质可求得参数，进而可得函数解析式，代入即可得解.

【详解】由函数的最小正周期 T 满足
2
3

Tp p< < ，得
2 2
3
p p p

w
< < ，解得 2 3w< < ，

又因为函数图象关于点
3 ,2
2
pæ ö

ç ÷
è ø

对称，所以
3 ,
2 4

k k Zp pw p+ = Î ，且 2b = ，

所以
1 2 ,
6 3

k k Zw = - + Î ，所以
5
2

w = ，
5( ) sin 2
2 4

f x x pæ ö= + +ç ÷
è ø

，
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所以
5sin 2 1

2 4 4
f p ppæ ö æ ö= + + =ç ÷ ç ÷

è ø è ø
.

故选：A

7. 设 0.1 10.1e , ln 0.9
9

a b c= = = -， ，则（    ）

A. a b c< < B. c b a< < C. c a b< < D. 

a c b< <

【答案】C

【解析】

【分析】构造函数 ( ) ln(1 )f x x x= + - ， 导数判断其单调性，由此确定 , ,a b c 大小.

【详解】设 ( ) ln(1 ) ( 1)f x x x x= + - > - ，因为
1( ) 1

1 1
xf x

x x
¢ = - = -

+ +
，

当 ( 1,0)x Î - 时， ( ) 0f x¢ > ，当 ,( )0x Î +¥ 时 ( ) 0f x¢ < ，

所以函数 ( ) ln(1 )f x x x= + - 在 (0, )+¥ 单调递减，在 ( 1,0)- 上单调递增，

所以
1( ) (0) 0
9

f f< = ，所以
10 1ln 0
9 9

- < ，故
1 10ln ln 0.9
9 9

> = - ，即b c> ，

所以
1( ) (0) 0

10
f f- < = ，所以

9 1ln + 0
10 10

< ，故
1

109 e
10

-
< ，所以

1
101 1e

10 9
< ，

故 a b< ，

设 ( ) e ln(1 )(0 1)xg x x x x= + - < < ，则    2 1 e 11( ) +1 e
1 1

x
x

x
g x x

x x
- +

¢ = + =
- -

,

令 2( ) e ( 1)+1xh x x= - ， 2( ) e ( 2 1)xh x x x¢ = + - ，

当0 2 1x< < - 时， ( ) 0h x¢ < ，函数 2( ) e ( 1)+1xh x x= - 单调递减，

当 2 1 1x- < < 时， ( ) 0h x¢ > ，函数 2( ) e ( 1)+1xh x x= - 单调递增，

又 (0) 0h = ，

所以当0 2 1x< < - 时， ( ) 0h x < ，

所以当0 2 1x< < - 时， ( ) 0g x¢ > ，函数 ( ) e ln(1 )xg x x x= + - 单调递增，

所以 (0.1) (0) 0g g> = ，即 0.10.1e ln 0.9> - ，所以 a c>

故选：C.

8. 已知正四棱锥的侧棱长为 l，其各顶点都在同一球面上.若该球的体积为36p ，且

3 3 3l£ £ ，则该正四棱锥体积的取值范围是（    ）

A. 
8118,
4

é ù
ê úë û

B. 
27 81,
4 4

é ù
ê úë û

C. 
27 64,
4 3

é ù
ê úë û

D. 

的



第5 页 | 共23 页  

[18,27]

【答案】C

【解析】

【分析】设正四棱锥的高为 h，由球的截面性质列方程求出正四棱锥的底面边长与高的关

系，由此确定正四棱锥体积的取值范围.

【详解】∵ 球的体积为36p ，所以球的半径 3R = ,

设正四棱锥的底面边长为 2a ，高为 h，

则 2 2 22l a h= + ， 2 2 23 2 (3 )a h= + - ,

所以 26h l= ， 2 2 22a l h= -

所以正四棱锥的体积

4 2 6
2 2 41 1 2 14 ( ) =

3 3 3 36 6 9 36
l l lV Sh a h l l

æ ö
= = ´ ´ = ´ - ´ -ç ÷

è ø
，

所以

5 2
3 31 1 244

9 6 9 6
l lV l l

æ ö æ ö-¢ = - =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，

当3 2 6l£ £ 时， 0V ¢ > ，当 2 6 3 3l< £ 时， 0V ¢ < ，

所以当 2 6l = 时，正四棱锥的体积V 取最大值，最大值为
64
3

，

又 3l = 时，
27
4

V = ， 3 3l = 时，
81
4

V = ,

所以正四棱锥的体积V 的最小值为
27
4

，

所以该正四棱锥体积的取值范围是
27 64
4 3

é ù
ê úë û

， .

故选：C.

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的选项

中，有多项符合题目要求．全部选对的得 5 分，部分选对的得 2 分，有选错的

得 0 分．

9. 已知正方体 1 1 1 1ABCD A B C D- ，则（    ）

A. 直线 1BC 与 1DA 所成的角为90° B. 直线 1BC 与 1CA 所成的角为90°

C. 直线 1BC 与平面 1 1BB D D所成的角为 45° D. 直线 1BC 与平面 ABCD 所成的角为

45°

【答案】ABD

【解析】

【分析】数形结合，依次对所给选项进行判断即可.
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【详解】如图，连接 1B C 、 1BC ，因为 1 1/ /DA B C ，所以直线 1BC 与 1B C 所成的角即为直

线 1BC 与 1DA 所成的角，

因为四边形 1 1BB C C 为正方形，则 1B C ^ 1BC ，故直线 1BC 与 1DA 所成的角为90°，A 正

确；

连接 1AC ，因为 1 1A B ^平面 1 1BB C C ， 1BC Ì平面 1 1BB C C ，则 1 1 1A B BC^ ，

因为 1B C ^ 1BC ， 1 1 1 1A B B C B=I ，所以 1BC ^ 平面 1 1A B C ，

又 1AC Ì 平面 1 1A B C ，所以 1 1BC CA^ ，故 B 正确；

连接 1 1AC ，设 1 1 1 1AC B D O=I ，连接 BO，

因为 1BB ^ 平面 1111 DCBA ， 1C O Ì 平面 1111 DCBA ，则 1 1C O B B^ ，

因为 1 1 1C O B D^ ， 1 1 1 1B D B B BÇ = ，所以 1C O ^ 平面 1 1BB D D，

所以 1C BOÐ 为直线 1BC 与平面 1 1BB D D所成的角，

设正方体棱长为1，则 1
2

2
C O = ， 1 2BC = ，

1
1

1

1sin
2

C OC BO
BC

Ð = = ，

所以，直线 1BC 与平面 1 1BB D D所成的角为30o，故 C 错误；

因为 1C C ^平面 ABCD，所以 1C BCÐ 为直线 1BC 与平面 ABCD所成的角，易得

1 45C BCÐ = o
，故 D 正确.

故选：ABD

10. 已知函数 3( ) 1f x x x= - + ，则（    ）

A. ( )f x 有两个极值点 B. ( )f x 有三个零点

C. 点( 0, 1)是曲线 ( )y f x= 的对称中心 D. 直线 2y x= 是曲线 ( )y f x= 的切

线

【答案】AC

【解析】

【分析】利用极值点的定义可判断 A，结合 ( )f x 的单调性、极值可判断 B，利用平移可判
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断 C；利用导数的几何意义判断 D.

【详解】由题，   23 1f x x¢ = - ，令   0f x¢ > 得
3

3
x > 或

3
3

x < - ，

令 ( ) 0f x¢ < 得
3 3

3 3
x- < < ，

所以 ( )f x 在
3 3( , )

3 3
- 上单调递减，在

3( , )
3

-¥ - ，
3( , )

3
+¥ 上单调递增，

所以
3

3
x = ± 是极值点，故 A 正确；

因
3 2 3( ) 1 0

3 9
f - = + > ，

3 2 3( ) 1 0
3 9

f = - > ，  2 5 0f - = - < ，

所以，函数  f x 在
3,

3
æ ö

-¥ -ç ÷ç ÷
è ø

上有一个零点，

当
3

3
x ³ 时，   3 0

3
f x f

æ ö
³ >ç ÷ç ÷

è ø
，即函数  f x 在

3
3

æ ö
¥ç ÷ç ÷

è ø
, + 上无零点，

综上所述，函数 ( )f x 有一个零点，故 B 错误；

令 3( )h x x x= - ，该函数的定义域为R ，        3 3h x x x x x h x- = - - - = - + = - ，

则 ( )h x 是奇函数， (0,0) 是 ( )h x 的对称中心，

将 ( )h x 的图象向上移动一个单位得到 ( )f x 的图象，

所以点( 0, 1)是曲线 ( )y f x= 的对称中心，故 C 正确；

令   23 1 2f x x¢ = - = ，可得 1x = ± ，又  (1) 1 1f f= - = ，

当切点为 (1,1) 时，切线方程为 2 1y x= - ，当切点为 ( 1,1)- 时，切线方程为 2 3y x= + ，

故 D 错误.

故选：AC

11. 已知 O 为坐标原点，点 (1,1)A 在抛物线 2: 2 ( 0)C x py p= > 上，过点 (0, 1)B - 的直线

交 C 于 P，Q 两点，则（    ）

A. C 的准线为 1y = - B. 直线 AB 与 C 相切

C. 
2

|OP OQ OA× > D. 2| | | | | |BP BQ BA× >

【答案】BCD

【解析】

【分析】求出抛物线方程可判断 A，联立 AB 与抛物线的方程求交点可判断 B，利用距离

.
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公式及弦长公式可判断 C、D.

【详解】将点A 的代入抛物线方程得1 2 p= ，所以抛物线方程为 2x y= ，故准线方程为

1
4

y = - ，A 错误；

1 ( 1) 2
1 0ABk - -

= =
-

，所以直线 AB 的方程为 2 1y x= - ，

联立 2

2 1y x
x y

= -ì
í =î

，可得 2 2 1 0x x- + = ，解得 1x = ，故 B 正确；

设过 B 的直线为 l，若直线 l与 y 轴重合，则直线 l与抛物线C 只有一个交点，

所以，直线 l的斜率存在，设其方程为 1y kx= - ， 1 1 2 2( , ), ( , )P x y Q x y ，

联立 2

1y kx
x y

= -ì
í =î

，得 2 1 0x kx- + = ，

所以

2

1 2

1 2

Δ 4 0

1

k
x x k

x x

ì = - >
ï + =í
ï =î

，所以 2k > 或 2k < - ，
2

1 2 1 2( ) 1y y x x= = ，

又 2 2 2
1 1 1 1| |OP x y y y= + = + ， 2 2 2

2 2 2 2| |OQ x y y y= + = + ，

所以 2
1 2 1 2 1 2| | | | (1 )(1 ) | | 2 | |OP OQ y y y y kx kx k OA× = + + = ´ = > = ，故 C 正确；

因为 2
1| | 1 | |BP k x= + ， 2

2| | 1 | |BQ k x= + ，

所以
2 2

1 2| | | | (1 ) | | 1 5BP BQ k x x k× = + = + > ，而 2| | 5BA = ，故 D 正确.

故选：BCD

12. 已知函数 ( )f x 及其导函数 ( )¢f x 的定义域均为R ，记 ( ) ( )g x f x¢= ，若
3 2
2

f xæ ö-ç ÷
è ø

，

(2 )g x+ 均为偶函数，则（    ）

A. (0) 0f = B. 
1 0
2

g æ ö- =ç ÷
è ø

C. ( 1) (4)f f- = D. 

( 1) (2)g g- =

【答案】BC

【解析】

【分析】转化题设条件为函数的对称性，结合原函数与导函数图象的关系，根据函数的性

质逐项判断即可得解.

【详解】因为
3 2
2

f xæ ö-ç ÷
è ø

， (2 )g x+ 均为偶函数，
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所以
3 32 2
2 2

f x f xæ ö æ ö- = +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

即
3 3
2 2

f x f xæ ö æ ö- = +ç ÷ ç ÷
è ø è ø

， (2 ) (2 )g x g x+ = - ，

所以    3f x f x- = ， (4 ) ( )g x g x- = ，则 ( 1) (4)f f- = ，故 C 正确；

函数 ( )f x ， ( )g x 的图象分别关于直线
3 , 2
2

x x= = 对称，

又 ( ) ( )g x f x¢= ，且函数 ( )f x 可导，

所以    3 0, 3
2

g g x g xæ ö = - = -ç ÷
è ø

，

所以  (4 ) ( ) 3g x g x g x- = = - - ，所以  ( 2) ( 1)g x g x g x+ = - + = ，

所以
1 3 0
2 2

g gæ ö æ ö- = =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，      1 1 2g g g- = = - ，故 B 正确，D 错误；

若函数 ( )f x 满足题设条件，则函数 ( )f x C+ （C 为常数）也满足题设条件，所以无法确定

( )f x 的函数值，故 A 错误.

故选：BC.

【点睛】关键点点睛：解决本题的关键是转化题干条件为抽象函数的性质，准确把握原函

数与导函数图象间的关系，准确把握函数的性质（必要时结合图象）即可得解.

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．

13. 81 ( )y x y
x

æ ö- +ç ÷
è ø

的展开式中 2 6x y 的系数为________________（用数字作答）．

【答案】-28

【解析】

【分析】  81 y x y
x

æ ö- +ç ÷
è ø

可化为    8 8yx y x y
x

+ - + ，结合二项式展开式的通项公式求

解.

【详解】因为      8 8 81 =y yx y x y x y
x x

æ ö- + + - +ç ÷
è ø

，

所以  81 y x y
x

æ ö- +ç ÷
è ø

的展开式中含 2 6x y 的项为
6 2 6 5 3 5 2 6
8 8C 28yx y C x y x y

x
- = - ，

 81 y x y
x

æ ö- +ç ÷
è ø

的展开式中 2 6x y 的系数为-28

故答案为：-28

14. 写出与圆 2 2 1x y+ = 和 2 2( 3) ( 4) 16x y- + - = 都相切的一条直线的方程

________________．
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【答案】
3 5
4 4

y x= - + 或
7 25
24 24

y x= - 或 1x = -

【解析】

【分析】先判断两圆位置关系，分情况讨论即可.

【详解】圆 2 2 1x y+ = 的圆心为  0,0O ，半径为1，圆 2 2( 3) ( 4) 16x y- + - = 的圆心 1O

为 (3, 4) ，半径为4，

两圆圆心距为 2 23 4 5+ = ，等于两圆半径之和，故两圆外切，

如图，

当切线为 l 时，因为
1

4
3OOk = ，所以

3
4lk = - ，设方程为

3 ( 0)
4

y x t t= - + >

O 到 l 的距离

| | 1
91

16

td = =
+

，解得
5
4

t = ，所以 l 的方程为
3 5
4 4

y x= - + ，

当切线为 m 时，设直线方程为 0kx y p+ + = ，其中 0p > ， 0k < ，

由题意

2

2

1
1

3 4
4

1

p

k
k p

k

ì
=ï

+ï
í

+ +ï =ï +î

，解得

7
24

25
24

k

p

ì = -ïï
í
ï =
ïî

，
7 25
24 24

y x= -

当切线为 n 时，易知切线方程为 1x = - ，

故答案为：
3 5
4 4

y x= - + 或
7 25
24 24

y x= - 或 1x = - .
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15. 若曲线 ( )exy x a= + 有两条过坐标原点的切线，则 a 的取值范围是

________________．

【答案】    , 4 0,¥ ¥- - È +

【解析】

【分析】设出切点横坐标 0x ，利用导数的几何意义求得切线方程，根据切线经过原点得到

关于 0x 的方程，根据此方程应有两个不同的实数根，求得 a的取值范围.

【详解】∵ ( )exy x a= + ，∴ ( 1 )exy x a¢ = + + ，

设切点为  0 0,x y ,则   0
0 0 exy x a= + ,切线斜率   0

0 1 exk x a= + + ,

切线方程为：      0 0
0 0 0e 1 ex xy x a x a x x- + = + + - ,

∵切线过原点，∴      0 0
0 0 0e 1 ex xx a x a x- + = + + - ,

整理得：
2
0 0 0x ax a+ - = ,

∵切线有两条，∴ 2 4 0a a= + >n ,解得 4a < - 或 0a > ,

∴ a的取值范围是    , 4 0,¥ ¥- - È + ,

故答案为：    , 4 0,¥ ¥- - È +

16. 已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > ，C 的上顶点为 A，两个焦点为 1F ， 2F ，离心率

为
1
2 ．过 1F 且垂直于 2AF 的直线与 C 交于 D，E 两点， | | 6DE = ，则 ADEV 的周长是

________________．

【答案】13

【解析】

【分析】利用离心率得到椭圆的方程为
2 2

2 2 2
2 2 1 3 4 12 0

4 3
x y x y c
c c

+ = + - =，即 ，根据离

心率得到直线 2AF 的斜率，进而利用直线的垂直关系得到直线 DE 的斜率，写出直线 DE

的方程： 3x y c= - ，代入椭圆方程 2 2 23 4 12 0x y c+ - = ，整理化简得到：

2 213 6 3 9 0y cy c- - = ，利用弦长公式求得
13
8

c = ，得
132
4

a c= = ，根据对称性将

ADEV 的周长转化为 2F DE△ 的周长，利用椭圆的定义得到周长为 4 13a = .

【详解】∵椭圆的离心率为
1
2

ce
a

= = ，∴ 2a c= ，∴ 2 2 2 23b a c c= - = ，∴椭圆的方程
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为
2 2

2 2 2
2 2 1 3 4 12 0

4 3
x y x y c
c c

+ = + - =，即 ，不妨设左焦点为 1F ，右焦点为 2F ，如图所

示，∵ 2 2 2AF a OF c a c= = =， ， ，∴ 2 3
AF O pÐ = ，∴ 1 2AF F△ 为正三角形，∵过 1F 且

垂直于 2AF 的直线与 C 交于 D，E 两点， DE 为线段 2AF 的垂直平分线，∴直线 DE 的斜

率为
3

3
，斜率倒数为 3 ， 直线 DE 的方程： 3x y c= - ，代入椭圆方程

2 2 23 4 12 0x y c+ - = ，整理化简得到： 2 213 6 3 9 0y cy c- - = ，

判别式  2 2 2 26 3 4 13 9 6 16c c c= + ´ ´ = ´ ´n ，

∴  2

1 21 3 2 2 6 4 6
13 13

cCD y y= + - = ´ = ´ ´ ´ =
n

，

∴ 
13
8

c = ， 得
132
4

a c= = ， 

∵ DE 为线段 2AF 的垂直平分线，根据对称性， 2 2AD DF AE EF= =， ，∴ ADEV 的周

长等于 2F DE△ 的周长，利用椭圆的定义得到 2F DE△ 周长为

2 2 2 2 1 1 1 2 1 2 2 2 4 13DF EF DE DF EF DF EF DF DF EF EF a a a+ + = + + + = + + + = + = =

.

故答案为：13.

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演

算步骤．

17. 记 nS 为数列 na 的前 n 项和，已知 1 1, n

n

Sa
a

ì ü
= í ý

î þ
是公差为

1
3
的等差数列．
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（1）求 na 的通项公式；

（2）证明：
1 2

1 1 1 2
na a a

+ + + <L ．

【答案】（1）
 1

2n

n n
a

+
=     

（2）见解析

【解析】

【分析】（1）利用等差数列的通项公式求得  1 21 1
3 3

n

n

S nn
a

+
= + - = ，得到

 2
3

n
n

n a
S

+
= ，利用和与项的关系得到当 2n ³ 时，

    1
1

2 1
3 3

n n
n n n

n a n a
a S S -

-

+ +
= - = - ,进而得：

1

1
1

n

n

a n
a n-

+
=

-
，利用累乘法求得

 1
2n

n n
a

+
= ，检验对于 1n = 也成立，得到 na 的通项公式

 1
2n

n n
a

+
= ；

（2）由（1）的结论，利用裂项求和法得到
1 2

1 1 1 12 1
1na a a n

æ ö+ + + = -ç ÷+è ø
L ，进而证得.

【小问 1 详解】

∵ 1 1a = ，∴ 1 1 1S a= = ,∴
1

1

1S
a

= ,

又∵
n

n

S
a

ì ü
í ý
î þ

是公差为
1
3
的等差数列，

∴  1 21 1
3 3

n

n

S nn
a

+
= + - = ,∴

 2
3

n
n

n a
S

+
= ,

∴当 2n ³ 时，
  1

1

1
3

n
n

n a
S -

-

+
= ，

∴
    1

1

2 1
3 3

n n
n n n

n a n a
a S S -

-

+ +
= - = - ,

整理得：     11 1n nn a n a -- = + ,

即
1

1
1

n

n

a n
a n-

+
=

-
,

∴
3 12

1
1 2 2 1

n n
n

n n

a a aaa a
a a a a

-

- -

= ´ ´ ´¼´ ´
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 13 4 11
2 3 2 1 2

n nn n
n n

++
= ´ ´ ´¼´ ´ =

- -
，

显然对于 1n = 也成立，

∴ na 的通项公式
 1

2n

n n
a

+
= ；

【小问 2 详解】

 
1 2 1 12 ,

1 1na n n n n
æ ö= = -ç ÷+ +è ø

 

∴
1 2

1 1 1

na a a
+ + +L 1 1 1 1 1 12 1 2 1 2

2 2 3 1 1n n n
é ùæ ö æ ö æ ö æ ö= - + - + - = - <ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ê ú+ +è ø è ø è ø è øë û

L

18. 记 ABCV 的内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，已知
cos sin 2

1 sin 1 cos2
A B

A B
=

+ +
．

（1）若
2
3

C p
= ，求 B；

（2）求
2 2

2

a b
c
+

的最小值．

【答案】（1）
π
6
；    

（2） 4 2 5- ．

【解析】

【分析】（1）根据二倍角公式以及两角差的余弦公式可将
cos sin 2

1 sin 1 cos2
A B

A B
=

+ +
化成

 cos sinA B B+ = ，再结合
π0
2

B< < ，即可求出；

（2）由（1）知，
π
2

C B= + ，
π 2
2

A B= - ，再利用正弦定理以及二倍角公式将
2 2

2

a b
c
+

化成
2

2

24cos 5
cos

B
B

+ - ，然后利用基本不等式即可解出．

【小问 1 详解】

因为 2

cos sin 2 2sin cos sin
1 sin 1 cos 2 2cos cos

A B B B B
A B B B

= = =
+ +

，即

  1sin cos cos sin sin cos cos
2

B A B A B A B C= - = + = - = ，

而
π0
2

B< < ，所以
π
6

B = ；
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【小问 2 详解】

由（1）知， sin cos 0B C= - > ，所以
π ππ,0
2 2

C B< < < < ，

而
πsin cos sin
2

B C Cæ ö= - = -ç ÷
è ø

，

所以
π
2

C B= + ，即有
π 2
2

A B= - ．

所以
2 2 2 2 2 2

2 2 2

sin sin cos 2 1 cos
sin cos

a b A B B B
c C B
+ + + -

= =

 22 2
2

2 2

2cos 1 1 cos 24cos 5 2 8 5 4 2 5
cos cos

B B
B

B B
- + -

= = + - ³ - = - ．

当且仅当 2 2cos
2

B = 时取等号，所以
2 2

2

a b
c
+

的最小值为 4 2 5- ．

19. 如图，直三棱柱 1 1 1ABC A B C- 的体积为 4， 1A BCV 的面积为 2 2 ．

（1）求 A 到平面 1A BC 的距离；

（2）设 D 为 1AC 的中点， 1AA AB= ，平面 1A BC ^ 平面 1 1ABB A ，求二面角

A BD C- - 的正弦值．

【答案】（1） 2     

（2） 3
2

【解析】

【分析】（1）由等体积法运算即可得解；

（2）由面面垂直的性质及判定可得 BC ^ 平面 1 1ABB A ，建立空间直角坐标系，利用空间
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向量法即可得解.

【小问 1 详解】

在直三棱柱 1 1 1ABC A B C- 中，设点 A 到平面 1A BC 的距离为 h，

则
1 1 1 1 1 11

1 2 2 1 1 4
3 3 3 3 3A A BC A A ABC A ABC A BBC C CBV S h h V S A A V- - -= × = = = × = =V V ，

解得 2h = ，

所以点 A 到平面 1A BC 的距离为 2 ；

【小问 2 详解】

取 1A B 的中点 E,连接 AE,如图，因为 1AA AB= ，所以 1AE A B^ ,

又平面 1A BC ^ 平面 1 1ABB A ，平面 1A BC I平面 1 1 1ABB A A B= ，

且 AE Ì平面 1 1ABB A ，所以 AE⊥平面 1A BC ，

在直三棱柱 1 1 1ABC A B C- 中， 1BB ^ 平面 ABC ，

由 BC Ì平面 1A BC ， BC Ì平面 ABC 可得 AE BC^ ， 1BB BC^ ，

又 1,AE BB Ì 平面 1 1ABB A 且相交，所以 BC ^ 平面 1 1ABB A ，

所以 1, ,BC BA BB 两两垂直，以 B 为原点，建立空间直角坐标系，如图，

由（1）得 2AE = ，所以 1 2AA AB= = ， 1 2 2A B = ，所以 2BC = ，

则        10,2,0 , 0,2,2 , 0,0,0 , 2,0,0A A B C ,所以 1AC 的中点  1,1,1D ，

则  1,1,1BD =
uuur

，    0,2,0 , 2,0,0BA BC= =
uuur uuur

,

设平面 ABD 的一个法向量  , ,m x y z=
ur

，则
0

2 0

m BD x y z

m BA y

ì × = + + =ï
í

× = =ïî

ur uuur

ur uuur ，
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可取  1,0, 1m = -
ur

，

设平面 BDC 的一个法向量  , ,n a b c=
r

，则
0

2 0

m BD a b c

m BC a

ì × = + + =ï
í

× = =ïî

ur uuur

ur uuur ，

可取  0,1, 1n = -
r

，

则
1 1cos ,

22 2
m nm n
m n

×
= = =

´×

ur rur r
ur r ，

所以二面角 A BD C- - 的正弦值为

21 31
2 2

æ ö- =ç ÷
è ø

.

20. 一医疗团队为研究某地的一种地方性疾病与当地居民的卫生习惯（卫生习惯分为良好

和不够良好两类）的关系，在已患该疾病的病例中随机调查了 100 例（称为病例组），同时

在未患该疾病的人群中随机调查了 100 人（称为对照组），得到如下数据：

不够良好 良好

病例组 40 60

对照组 10 90

（1）能否有 99%的把握认为患该疾病群体与未患该疾病群体的卫生习惯有差异？

（2）从该地的人群中任选一人，A 表示事件“选到的人卫生习惯不够良好”，B 表示事件

“选到的人患有该疾病”．
( | )
( | )

P B A
P B A

与
( | )
( | )

P B A
P B A

的比值是卫生习惯不够良好对患该疾病风险

程度的一项度量指标，记该指标为 R．

（ⅰ）证明：
( | ) ( | )
( | ) ( | )

P A B P A BR
P A B P A B

= × ；

（ⅱ）利用该调查数据，给出 ( | ), ( | )P A B P A B 的估计值，并利用（ⅰ）的结果给出 R 的估

计值．

附

2
2 ( )

( )( )( )( )
n ad bcK

a b c d a c b d
-

=
+ + + +

，

 2P K k³ 0.050 0.010 0.001

k 3.841 6.635 10.828

【答案】（1）答案见解析    
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（2）（i）证明见解析；(ii) 6R = ；

【解析】

【分析】(1)由所给数据结合公式求出 2K 的值，将其与临界值比较大小，由此确定是否有

99%的把握认为患该疾病群体与未黄该疾病群体的卫生习惯有差异；(2)(i) 根据定义结合

条件概率公式即可完成证明；(ii)根据（i）结合已知数据求 R .

【小问 1 详解】

由已知

2 2
2 ( ) 200(40 90 60 10)= 24

( )( )( )( ) 50 150 100 100
n ad bcK

a b c d a c b d
- ´ - ´

= =
+ + + + ´ ´ ´

，

又 2( 6.635)=0.01P K ³ ， 24 6.635> ，

所以有 99%的把握认为患该疾病群体与未患该疾病群体的卫生习惯有差异.

【小问 2 详解】

(i)因为
( | ) ( | ) ( ) ( ) ( ) ( )=
( | ) ( | ) ( ) ( ) ( ) ( )

P B A P B A P AB P A P AB P AR
P B A P B A P A P AB P A P AB

= × × × × ，

所以
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P AB P B P AB P BR
P B P AB P B P AB

= × × ×

所以
( | ) ( | )
( | ) ( | )

P A B P A BR
P A B P A B

= × ，

(ii) 

由已知
40( | )

100
P A B = ，

10( | )
100

P A B = ，

又
60( | )

100
P A B = ，

90( | )
100

P A B = ，

所以
( | ) ( | ) =6
( | ) ( | )

P A B P A BR
P A B P A B

= ×

21. 已知点 (2,1)A 在双曲线
2 2

2 2: 1( 1)
1

x yC a
a a

- = >
-

上，直线 l 交 C 于 P，Q 两点，直线

,AP AQ的斜率之和为 0．

（1）求 l 的斜率；

（2）若 tan 2 2PAQÐ = ，求 PAQ△ 的面积．

【答案】（1） 1- ；    

（2）16 2
9

．

【解析】
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【分析】（1）由点 (2,1)A 在双曲线上可求出 a，易知直线 l 的斜率存在，设

:l y kx m= + ，    1 1 2 2, , ,P x y Q x y ，再根据 0AP BPk k+ = ，即可解出 l 的斜率；

（2）根据直线 ,AP AQ的斜率之和为 0 可知直线 ,AP AQ的倾斜角互补，再根据

tan 2 2PAQÐ = 即可求出直线 ,AP AQ的斜率，再分别联立直线 ,AP AQ与双曲线方程

求出点 ,P Q 的坐标，即可得到直线 PQ的方程以及 PQ的长，由点到直线的距离公式求出

点A 到直线 PQ的距离，即可得出 PAQ△ 的面积．

【小问 1 详解】

因为点 (2,1)A 在双曲线
2 2

2 2: 1( 1)
1

x yC a
a a

- = >
-

上，所以 2 2

4 1 1
1a a

- =
-

，解得 2 2a = ，

即双曲线
2

2: 1
2
xC y- =

易知直线 l 的斜率存在，设 :l y kx m= + ，    1 1 2 2, , ,P x y Q x y ，

联立 2
2 1

2

y kx m
x y

= +ì
ï
í

- =ïî

可得，  2 2 21 2 4 2 2 0k x mkx m- - - - = ，

所以，
2

1 2 1 22 2

4 2 2,
2 1 2 1

mk mx x x x
k k

+
+ = - =

- -
，

  2 2 2 2 2 216 4 2 2 2 1 0 1 2 0m k m k m kD = + + - > Þ - + > ．

所以由 0AP BPk k+ = 可得，
2 1

2 1

1 1 0
2 2

y y
x x

- -
+ =

- -
，

即      1 2 2 12 1 2 1 0x kx m x kx m- + - + - + - = ，

即     1 2 1 22 1 2 4 1 0kx x m k x x m+ - - + - - = ，

所以    
2

2 2

2 2 42 1 2 4 1 0
2 1 2 1
m mkk m k m
k k

+ æ ö´ + - - - - - =ç ÷- -è ø
，

化简得，  28 4 4 4 1 0k k m k+ - + + = ，即   1 2 1 0k k m+ - + = ，

所以 1k = - 或 1 2m k= - ，

当 1 2m k= - 时，直线  : 2 1l y kx m k x= + = - + 过点  2,1A ，与题意不符，舍去，

故 1k = - ．

【小问 2 详解】

不妨设直线 ,PA PB的倾斜角为  ,a b a b< ，因为 0AP BPk k+ = ，所以 πa b+ = ，

因为 tan 2 2PAQÐ = ，所以  tan 2 2b a- = ，即 tan 2 2 2a = - ，



第20 页 | 共23 页  

即 22 tan tan 2 0a a- - = ，解得 tan 2a = ，

于是，直线  : 2 2 1PA y x= - + ，直线  : 2 2 1PB y x= - - + ，

联立

 
2

2

2 2 1

1
2

y x
x y

ì = - +
ï
í

- =ï
î

可得，  23 2 1 2 2 10 4 2 0
2

x x+ - + - = ，

因为方程有一个根为 2 ，所以
10 4 2

3Px -
= ， Py = 4 2 5

3
-

，

同理可得，
10 4 2

3Qx +
= ， Qy = 4 2 5

3
- -

．

所以
5: 0
3

PQ x y+ - = ，
16
3

PQ = ，

点A 到直线 PQ的距离

52 1
2 23

32
d

+ -
= = ，

故 PAQ△ 的面积为
1 16 2 2 16 2
2 3 3 9

´ ´ = ．

22. 已知函数 ( ) xf x e ax= - 和 ( ) lng x ax x= - 有相同 最小值．

（1）求 a；

（2）证明：存在直线 y b= ，其与两条曲线 ( )y f x= 和 ( )y g x= 共有三个不同的交点，并

且从左到右的三个交点的横坐标成等差数列．

【答案】（1） 1a =     

（2）见解析

【解析】

【分析】（1）根据导数可得函数的单调性，从而可得相应的最小值，根据最小值相等可求

a.注意分类讨论.

（2）根据（1）可得当 1b > 时， ex x b- = 的解的个数、 lnx x b- = 的解的个数均为 2，

构建新函数 ( ) e ln 2xh x x x= + - ，利用导数可得该函数只有一个零点且可得    ,f x g x

的大小关系，根据存在直线 y b= 与曲线  y f x= 、 ( )y g x= 有三个不同的交点可得b

的取值，再根据两类方程的根的关系可证明三根成等差数列.

【小问 1 详解】

( ) exf x ax= - 的定义域为 R ，而 ( ) e¢ = -xf x a ，

若 0a £ ，则 ( ) 0f x¢ > ，此时 ( )f x 无最小值，故 0a > .

的
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( ) lng x ax x= - 的定义域为  0, +¥ ，而
1 1( ) axg x a
x x

¢ -
= - = .

当 lnx a< 时， ( ) 0f x¢ < ，故 ( )f x 在  , ln a-¥ 上为减函数，

当 lnx a> 时， ( ) 0f x¢ > ，故 ( )f x 在  ln ,a +¥ 上为增函数，

故  min( ) ln lnf x f a a a a= = - .

当
10 x
a

< < 时， ( ) 0g x¢ < ，故 ( )g x 在
10,
a

æ ö
ç ÷
è ø

上为减函数，

当
1x
a

> 时， ( ) 0g x¢ > ，故 ( )g x 在
1 ,
a

æ ö+¥ç ÷
è ø

上为增函数，

故 min
1 1( ) 1 lng x g
a a

æ ö= = -ç ÷
è ø

.

因为 ( ) exf x ax= - 和 ( ) lng x ax x= - 有相同的最小值，

故
11 ln lna a a
a

- = - ，整理得到
1 ln

1
a a

a
-

=
+

，其中 0a > ，

设   1 ln , 0
1
ag a a a

a
-

= - >
+

，则  
   

2

2 2
2 1 1 0

1 1
ag a

aa a a
- -¢ = - = £

+ +
，

故  g a 为  0, +¥ 上的减函数，而 ( )1 0g = ，

故   0g a = 的唯一解为 1a = ，故
1 ln
1

a a
a

-
=

+
的解为 1a = .

综上， 1a = .

【小问 2 详解】

由（1）可得 e( ) x xf x = - 和 ( ) lng x x x= - 的最小值为
11 ln1 1 ln 1
1

- = - = .

当 1b > 时，考虑 ex x b- = 的解的个数、 lnx x b- = 的解的个数.

设   exS x x b= - - ，   e 1xS x¢ = - ，

当 0x < 时，   0S x¢ < ，当 0x > 时，   0S x¢ > ，

故  S x 在  ,0-¥ 上为减函数，在  0, +¥ 上为增函数，

所以    min
0 1 0S x S b= = - < ，

而   e 0bS b -- = > ，   e 2bS b b= - ，

设   e 2bu b b= - ，其中 1b > ，则   e 2 0bu b¢ = - > ，

故  u b 在  1, +¥ 上为增函数，故    1 e 2 0u b u> = - > ，
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故   0S b > ，故   exS x x b= - - 有两个不同的零点，即 ex x b- = 的解的个数为 2.

设   lnT x x x b= - - ，   1xT x
x
-¢ = ，

当0 1x< < 时， ( ) 0T x¢ < ，当 1x > 时，   0T x¢ > ，

故  T x 在( )0,1 上为减函数，在  1, +¥ 上为增函数，

所以    min
1 1 0T x T b= = - < ，

而  e e 0bbT - -= > ，  e e 2 0bbT b= - > ，

  lnT x x x b= - - 有两个不同的零点即 lnx x b- = 的解的个数为 2.

当 1b = ，由（1）讨论可得 lnx x b- = 、 ex x b- = 仅有一个零点，

当 1b< 时，由（1）讨论可得 lnx x b- = 、 ex x b- = 均无零点，

故若存在直线 y b= 与曲线  y f x= 、 ( )y g x= 有三个不同的交点，

则 1b > .

设 ( ) e ln 2xh x x x= + - ，其中 0x > ，故
1( ) e 2xh x
x

¢ = + - ，

设   e 1xs x x= - - ， 0x > ，则   e 1 0xs x¢ = - > ，

故  s x 在  0, +¥ 上为增函数，故    0 0s x s> = 即 e 1x x> + ，

所以
1( ) 1 2 1 0h x x
x

¢ > + - ³ - > ，所以 ( )h x 在  0, +¥ 上为增函数，

而 (1) e 2 0h = - > ，
3

1
e

3 3 3

1 2 2( ) e 3 e 3 0
e e e

h = - - < - - < ，

故  h x 在  0, +¥ 上有且只有一个零点 0x ， 03

1 1
e

x< < 且：

当 00 x x< < 时，   0h x < 即 e lnx x x x- < - 即    f x g x< ，

当 0x x> 时，   0h x > 即 e lnx x x x- > - 即    f x g x> ，

因此若存在直线 y b= 与曲线  y f x= 、 ( )y g x= 有三个不同 交点，

故    0 0 1b f x g x= = > ，

此时 ex x b- = 有两个不同的零点 1 0 1 0, ( 0 )x x x x< < ，

此时 lnx x b- = 有两个不同的零点 0 4 0 4, (0 1 )x x x x< < < ，

故 1
1ex x b- = ， 0

0ex x b- = ， 4 4ln 0x x b- - = ， 0 0ln 0x x b- - =

的
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所以 4 4lnx b x- = 即 4
4ex b x- = 即  4

4e 0x b x b b- - - - = ，

故 4x b- 为方程 ex x b- = 的解，同理 0x b- 也为方程 ex x b- = 的解

又 1
1ex x b- = 可化为 1

1ex x b= + 即  1 1ln 0x x b- + = 即    1 1ln 0x b x b b+ - + - = ，

故 1x b+ 为方程 lnx x b- = 的解，同理 0x b+ 也为方程 lnx x b- = 的解，

所以   1 0 0 4, ,x x x b x b= - - ，而 1b > ，

故
0 4

1 0

x x b
x x b

= -ì
í = -î

即 1 4 02x x x+ = .

【点睛】思路点睛：函数的最值问题，往往需要利用导数讨论函数的单调性，此时注意对

参数的分类讨论，而不同方程的根的性质，注意利用方程的特征找到两类根之间的关系.


