
第 1 页/共 23 页

学科网（北京）股份有限公司

绝密 ★ 启用前

2024 年普通高等学校招生全国统一考试（新课标 I 卷）

数学

本试卷共 10 页，19 小题，满分 150 分.

注意事项：

1.答题前，先将自己的姓名、准考证号、考场号、座位号填写在试卷和答题卡上，并将准考证

号条形码粘贴在答题卡上的指定位置.

2.选择题的作答：每小题选出答案后，用 2B 铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑.写在试

卷、草稿纸和答题卡上的非答题区域均无效.

3.填空题和解答题的作答：用黑色签字笔直接答在答题卡上对应的答题区域内.写在试卷、草

稿纸和答题卡上的非答题区域均无效.

4.考试结束后，请将本试卷和答题卡一并上交.

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分. 在每小题给出的四个选项中，只有一

个选项是正确的．请把正确的选项填涂在答题卡相应的位置上.

1. 已知集合
 35 5 , { 3, 1,0,2,3}A x x B= - < < = - -∣

，则 A B =I （    ）

A. { 1,0}- B. {2,3} C. { 3, 1,0}- - D. { 1,0,2}-

【答案】A

【解析】

【分析】化简集合A ，由交集 概念即可得解.

【详解】因为    3 3| 5 5 , 3, 1,0,2,3A x x B= - < < = - - ，且注意到 31 5 2< < ，

从而 A B =I  1,0- .

故选：A.

2. 若 1 i
1

z
z

= +
-

，则 z = （    ）

A. 1 i- - B. 1 i- + C. 1 i- D. 1 i+

【答案】C

【解析】

【分析】由复数四则运算法则直接运算即可求解.

的
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【详解】因为
1 1 11 1 i

1 1 1
z z

z z z
- +

= = + = +
- - -

，所以
11 1 i
i

z = + = - .

故选：C.

3. 已知向量 (0,1), (2, )a b x= =
rr

，若 ( 4 )b b a^ -
r r r

，则 x =（    ）

A. 2- B. 1- C. 1 D. 2

【答案】D

【解析】

【分析】根据向量垂直的坐标运算可求 x 的值.

【详解】因为  4b b a^ -
r r r

，所以  4 0b b a× - =
r r r

，

所以
2

4 0b a b- × =
r r r

即 24 4 0x x+ - = ，故 2x = ，

故选：D.

4. 已知 cos( ) , tan tan 2ma b a b+ = = ，则 cos( )a b- =（    ）

A. 3m- B. 
3
m

- C. 
3
m

D. 3m

【答案】A

【解析】

【分析】根据两角和的余弦可求 cos cos ,sin sina b a b 的关系，结合 tan tana b 的值可求前者，故可求

 cos a b- 的值.

【详解】因为  cos ma b+ = ，所以 cos cos sin sin ma b a b- = ，

而 tan tan 2a b = ，所以 sin sin 2cos cosa b a b= ，

故 cos cos 2cos cos ma b a b- = 即 cos cos ma b = - ，

从而 sin sin 2ma b = - ，故  cos 3ma b- = - ，

故选：A.

5. 已知圆柱和圆锥的底面半径相等，侧面积相等，且它们的高均为 3 ，则圆锥的体积为（    ）

A. 2 3π B. 3 3π C. 6 3π D. 9 3π

【答案】B

【解析】

【分析】设圆柱的底面半径为 r ，根据圆锥和圆柱的侧面积相等可得半径 r 的方程，求出解后可求圆锥的体
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积.

【详解】设圆柱的底面半径为 r ，则圆锥的母线长为 2 3r + ，

而它们的侧面积相等，所以 22π 3 π 3r r r´ = ´ + 即 22 3 3 r= + ，

故 3r = ，故圆锥的体积为
1 π 9 3 3 3π
3

´ ´ = .

故选：B.

6. 已知函数为

2 2 , 0
( )

e ln( 1), 0x

x ax a x
f x

x x
ì- - - <

= í
+ + ³î

，在 R 上单调递增，则 a 取值的范围是（    ）

A. ( ,0]-¥ B. [ 1,0]- C. [ 1,1]- D. [0, )+¥

【答案】B

【解析】

【分析】根据二次函数的性质和分界点的大小关系即可得到不等式组，解出即可.

【详解】因为  f x 在R 上单调递增，且 0x ³ 时，    e ln 1xf x x= + + 单调递增，

则需满足  
0

2 0
2 1

e ln1

a

a

-ì- ³ï ´ -í
ï - £ +î

，解得 1 0a- £ £ ，

即 a 的范围是[ 1,0]- .

故选：B.

7. 当 [0, 2 ]x pÎ 时，曲线 siny x= 与 2sin 3
6

y x pæ ö= -ç ÷
è ø

的交点个数为（    ）

A. 3 B. 4 C. 6 D. 8

【答案】C

【解析】

【分析】画出两函数在 0,2π 上的图象，根据图象即可求解

【详解】因为函数 siny x= 的的最小正周期为 2πT = ，

函数
π2sin 3
6

y xæ ö= -ç ÷
è ø

的最小正周期为
2π
3

T = ，

所以在  0,2πx Î 上函数
π2sin 3
6

y xæ ö= -ç ÷
è ø

有三个周期的图象， 

在坐标系中结合五点法画出两函数图象，如图所示：
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由图可知，两函数图象有 6 个交点.

故选：C

8. 已知函数为 ( )f x 的定义域为 R， ( ) ( 1) ( 2)f x f x f x> - + - ，且当 3x < 时 ( )f x x= ，则下列结论中一

定正确的是（    ）

A. (10) 100f > B. (20) 1000f >

C. (10) 1000f < D. (20) 10000f <

【答案】B

【解析】

【分析】代入得到 (1) 1, (2) 2f f= = ，再利用函数性质和不等式的性质，逐渐递推即可判断.

【详解】因为当 3x < 时 ( )f x x= ，所以 (1) 1, (2) 2f f= = ，

又因为 ( ) ( 1) ( 2)f x f x f x> - + - ，

则 (3) (2) (1) 3, (4) (3) (2) 5f f f f f f> + = > + > ，

(5) (4) (3) 8, (6) (5) (4) 13, (7) (6) (5) 21f f f f f f f f f> + > > + > > + > ，

(8) (7) (6) 34, (9) (8) (7) 55, (10) (9) (8) 89f f f f f f f f f> + > > + > > + > ，

(11) (10) (9) 144, (12) (11) (10) 233, (13) (12) (11) 377f f f f f f f f f> + > > + > > + >

(14) (13) (12) 610, (15) (14) (13) 987f f f f f f> + > > + > ，

(16) (15) (14) 1597 1000f f f> + > > ，则依次下去可知 (20) 1000f > ，则 B 正确；

且无证据表明 ACD 一定正确.

故选：B

【点睛】关键点点睛：本题的关键是利用 (1) 1, (2) 2f f= = ，再利用题目所给的函数性质

.
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( ) ( 1) ( 2)f x f x f x> - + - ，代入函数值再结合不等式同向可加性，不断递推即可.

二、选择题：本题共 3 小题，每小题 6 分，共 18 分. 在每小题给出的选项中，有多项符合

题目要求. 全部选对得 6 分，部分选对的得部分分，选对但不全的得部分分，有选错的得 0

分.

9. 为了解推动出口后的亩收入（单位：万元）情况，从该种植区抽取样本，得到推动出口后亩收入的样本

均值 2.1x = ，样本方差 2 0.01s = ，已知该种植区以往的亩收入 X 服从正态分布  21.8,0.1N ，假设推动

出口后的亩收入 Y 服从正态分布  2,N x s ，则（     ）（若随机变量 Z 服从正态分布  2,N u s ，

( ) 0.8413P Z u s< +  ）

A. ( 2) 0.2P X > > B. ( 2) 0.5P X > <

C. ( 2) 0.5P Y > > D. ( 2) 0.8P Y > <

【答案】BC

【解析】

【分析】根据正态分布的3s 原则以及正态分布的对称性即可解出.

【详解】依题可知，
22.1, 0.01x s= = ，所以  2.1,0.1Y N: ，

故      2 2.1 0.1 2.1 0.1 0.8413 0.5P Y P Y P Y> = > - = < +  > ，C 正确，D 错误；

因为  1.8,0.1X N: ，所以    2 1.8 2 0.1P X P X> = > + ´ ，

因为  1.8 0.1 0.8413P X < +  ，所以  1.8 0.1 1 0.8413 0.1587 0.2P X > +  - = < ，

而      2 1.8 2 0.1 1.8 0.1 0.2P X P X P X> = > + ´ < > + < ，B 正确，A 错误，

故选：BC．

10. 设函数
2( ) ( 1) ( 4)f x x x= - - ，则（    ）

A. 3x = 是 ( )f x 的极小值点 B. 当0 1x< < 时，  2( )f x f x<

C. 当1 2x< < 时， 4 (2 1) 0f x- < - < D. 当 1 0x- < < 时， (2 ) ( )f x f x- >

【答案】ACD

【解析】

【分析】求出函数  f x 的导数，得到极值点，即可判断 A；利用函数的单调性可判断 B；根据函数  f x
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在  1,3 上的值域即可判断 C；直接作差可判断 D.

【详解】对 A，因为函数  f x 的定义域为 R，而          22 1 4 1 3 1 3f x x x x x x= - - + - = - -¢ ，

易知当  1,3x Î 时，   0f x¢ < ，当  ,1x ¥Î - 或  3,x ¥Î + 时，   0f x¢ >

函数  f x 在  ,1¥- 上单调递增，在  1,3 上单调递减，在  3, ¥+ 上单调递增，故 3x = 是函数  f x 的极

小值点，正确；

对 B，当0 1x< < 时，  2 1 0x x x x- = - > ，所以 21 0x x> > > ，

而由上可知，函数  f x 在  0,1 上单调递增，所以    2f x f x> ，错误；

对 C，当1 2x< < 时，1 2 1 3x< - < ，而由上可知，函数  f x 在  1,3 上单调递减，

所以      1 2 1 3f f x f> - > ，即  4 2 1 0f x- < - < ，正确；

对 D，当 1 0x- < < 时，            2 2 2(2 ) ( ) 1 2 1 4 1 2 2 0f x f x x x x x x x- - = - - - - - - = - - > ，

所以 (2 ) ( )f x f x- > ，正确；

故选：ACD.

11. 造型 可以做成美丽的丝带，将其看作图中曲线 C 的一部分.已知 C 过坐标原点 O.且 C 上的点满足横坐

标大于 2- ，到点 (2,0)F 的距离与到定直线 ( 0)x a a= < 的距离之积为 4，则（    ）

A. 2a = - B. 点 (2 2,0)在 C 上

C. C 在第一象限的点的纵坐标的最大值为 1 D. 当点  0 0,x y 在 C 上时， 0
0

4
2

y
x

£
+

【答案】ABD

【解析】

【分析】根据题设将原点代入曲线方程后可求 a，故可判断 A 的正误，结合曲线方程可判断 B 的正误，利

用特例法可判断 C 的正误，将曲线方程化简后结合不等式的性质可判断 D 的正误.
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【详解】对于 A：设曲线上的动点  ,P x y ，则 2x > - 且  2 22 4x y x a- + ´ - = ，

因为曲线过坐标原点，故  2 20 2 0 0 4a- + ´ - = ，解得 2a = - ，故 A 正确.

对于 B：又曲线方程为  2 22 2 4x y x- + ´ + = ，而 2x > - ，

故    2 22 2 4x y x- + ´ + = .

当 2 2, 0x y= = 时，    2
2 2 2 2 2 2 8 4 4- ´ + = - = ，

故  2 2,0 在曲线上，故 B 正确.

对于 C：由曲线的方程可得  
 22

2
16 2

2
y x

x
= - -

+
，取

3
2

x = ，

则
2 64 1

49 4
y = - ，而

64 1 64 5 256 2451 0
49 4 49 4 49 4

-
- - = - = >

´
，故此时 2 1y > ，

故C 在第一象限内点的纵坐标的最大值大于 1，故 C 错误.

对于 D：当点  0 0,x y 在曲线上时，由 C 的分析可得  
 

 
22

0 02 2
0 0

16 162
2 2

y x
x x

= - - £
+ +

，

故 0
0 0

4 4
2 2

y
x x

- £ £
+ +

，故 D 正确.

故选：ABD.

【点睛】思路点睛：根据曲线方程讨论曲线的性质，一般需要将曲线方程变形化简后结合不等式的性质等

来处理.

三、填空题：本题共 3 小题，每小题 5 分，共 15 分.

12. 设双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

- = > > 的左右焦点分别为 1 2F F、 ，过 2F 作平行于 y 轴的直线交 C 于 A，B

两点，若 1| | 13,| | 10F A AB= = ，则 C 的离心率为___________．

【答案】
3
2

【解析】

【分析】由题意画出双曲线大致图象，求出 2AF ，结合双曲线第一定义求出 1AF ，即可得到 , ,a b c 的值，

从而求出离心率.

【详解】由题可知 2, ,A B F 三点横坐标相等，设A 在第一象限，将 x c= 代入
2 2

2 2 1x y
a b

- =
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得
2by

a
= ± ，即

2 2

, , ,b bA c B c
a a

æ ö æ ö
-ç ÷ ç ÷

è ø è ø
，故

22 10bAB
a

= = ，
2

2 5bAF
a

= = ，

又 1 2 2AF AF a- = ，得 1 2 2 2 5 13AF AF a a= + = + = ，解得 4a = ，代入
2

5b
a

= 得 2 20b = ，

故 2 2 2 36,c a b= + = ，即 6c = ，所以
6 3
4 2

ce
a

= = = .

故答案为：
3
2

13. 若曲线 exy x= + 在点  0,1 处的切线也是曲线 ln( 1)y x a= + + 的切线，则 =a __________.

【答案】 ln 2

【解析】

【 分 析 】 先 求 出 曲 线 exy x= + 在  0,1 的 切 线 方 程 ， 再 设 曲 线  ln 1y x a= + + 的 切 点 为

  0 0, ln 1x x a+ + ，求出 y¢，利用公切线斜率相等求出 0x ，表示出切线方程，结合两切线方程相同即可求

解.

详解】由 exy x= + 得 e 1xy¢ = + ， 0
0| e 1 2xy =¢ = + = ，

故曲线 exy x= + 在  0,1 处的切线方程为 2 1y x= + ；

由  ln 1y x a= + + 得
1

1
y

x
¢ =

+
，

设切线与曲线  ln 1y x a= + + 相切的切点为   0 0, ln 1x x a+ + ，

由两曲线有公切线得
0

1 2
1

y
x

¢ = =
+

，解得 0
1
2

x = - ，则切点为
1 1, ln
2 2

aæ ö- +ç ÷
è ø

，

切线方程为
1 12 ln 2 1 ln 2
2 2

y x a x aæ ö= + + + = + + -ç ÷
è ø

，

根据两切线重合,所以 ln 2 0a - = ，解得 ln 2a = .

故答案为： ln 2

【
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14. 甲、乙两人各有四张卡片，每张卡片上标有一个数字，甲的卡片上分别标有数字 1，3，5，7，乙的卡

片上分别标有数字 2，4，6，8，两人进行四轮比赛，在每轮比赛中，两人各自从自己持有的卡片中随机选

一张，并比较所选卡片上数字的大小，数字大的人得 1 分，数字小的人得 0 分，然后各自弃置此轮所选的

卡片（弃置的卡片在此后的轮次中不能使用）.则四轮比赛后，甲的总得分不小于 2 的概率为_________.

【答案】
1
2 ##0.5

【解析】

【分析】将每局的得分分别作为随机变量，然后分析其和随机变量即可.

【详解】设甲在四轮游戏中的得分分别为 1 2 3 4, , ,X X X X ，四轮的总得分为 X .

对于任意一轮，甲乙两人在该轮出示每张牌的概率都均等，其中使得甲获胜的出牌组合有六种，从而甲在

该轮获胜的概率   6 31
4 4 8kP X = = =

´
，所以    3 1,2,3,4

8kE X k= = .

从而      
4 4

1 2 3 4
1 1

3 3
8 2k

k k

E X E X X X X E X
= =

= + + + = = =å å .

记   0,1,2,3kp P X k k= = = .

如果甲得 0 分，则组合方式是唯一的：必定是甲出 1，3，5，7 分别对应乙出 2，4，6，8，所以

0 4
4

1 1
A 24

p = = ；

如果甲得 3 分，则组合方式也是唯一的：必定是甲出 1，3，5，7 分别对应乙出 8，2，4，6，所以

3 4
4

1 1
A 24

p = = .

而 X 的所有可能取值是 0，1，2，3，故 0 1 2 3 1p p p p+ + + = ，  1 2 3
32 3
2

p p p E X+ + = = .

所以 1 2
1 1

12
p p+ + = ， 1 2

1 32
8 2

p p+ + = ，两式相减即得 2
1 1
24 2

p + = ，故 2 3
1
2

p p+ = .

所以甲的总得分不小于 2 的概率为 2 3
1
2

p p+ = .

故答案为：
1
2 .

【点睛】关键点点睛：本题的关键在于将问题转化为随机变量问题，利用期望的可加性得到等量关系，从

而避免繁琐的列举.

四、解答题：本题共 5 小题，共 77 分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.

15. 记 ABCV 内角 A、B、C 的对边分别为 a，b，c，已知 sin 2 cosC B= ， 2 2 2 2a b c ab+ - =

（1）求 B；
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（2）若 ABCV 的面积为3 3+ ，求 c．

【答案】（1）
π
3

B =     

（2） 2 2

【解析】

【分析】（1）由余弦定理、平方关系依次求出 cos ,sinC C ，最后结合已知 sin 2 cosC B= 得 cos B的值

即可；

（2）首先求出 , ,A B C ，然后由正弦定理可将 ,a b均用含有 c的式子表示，结合三角形面积公式即可列方

程求解.

【小问 1 详解】

由余弦定理有 2 2 2 2 cosa b c ab C+ - = ，对比已知 2 2 2 2a b c ab+ - = ，

可得
2 2 2 2 2cos

2 2 2
a b c abC

ab ab
+ -

= = = ，

因为  0, πC Î ，所以 sin 0C > ，

从而

2

2 2 2sin 1 cos 1
2 2

C C
æ ö

= - = - =ç ÷ç ÷
è ø

，

又因为 sin 2 cosC B= ，即
1cos
2

B = ，

注意到  0, πB Î ，

所以
π
3

B = .

【小问 2 详解】

由（1）可得
π
3

B = ，
2cos

2
C = ，  0, πC Î ，从而

π
4

C = ，
π π 5ππ
3 4 12

A = - - = ，

而
5π π π 2 3 2 1 6 2sin sin sin
12 4 6 2 2 2 2 4

A +æ ö æ ö= = + = ´ + ´ =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

，

由正弦定理有 5π π πsin sin sin
12 3 4

a b c
= =

，

从而
6 2 3 1 3 62 , 2

4 2 2 2
a c c b c c+ +

= × = = × = ，
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由三角形面积公式可知， ABCV 的面积可表示为

21 1 3 1 6 2 3 3sin
2 2 2 2 2 8ABCS ab C c c c+ +

= = × × × =V ，

由已知 ABCV 的面积为3 3+ ，可得 23 3 3 3
8

c+
= + ，

所以 2 2c = .

16. 已知 (0,3)A 和
33,
2

P æ ö
ç ÷
è ø

为椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 上两点.

（1）求 C 的离心率;

（2）若过 P 的直线 l交 C 于另一点 B，且 ABPV 的面积为 9，求 l的方程．

【答案】（1） 1
2     

（2）直线 l的方程为3 2 6 0x y- - = 或 2 0x y- = .

【解析】

【分析】（1）代入两点得到关于 ,a b的方程，解出即可；

（2）方法一：以 AP 为底，求出三角形的高，即点 B 到直线 AP 的距离，再利用平行线距离公式得到平移

后的直线方程，联立椭圆方程得到 B 点坐标，则得到直线 l的方程；方法二：同法一得到点 B 到直线 AP 的

距离，再设  0 0,B x y ，根据点到直线距离和点在椭圆上得到方程组，解出即可；法三：同法一得到点 B 到

直线 AP 的距离，利用椭圆的参数方程即可求解；法四：首先验证直线 AB 斜率不存在的情况，再设直线

3y kx= + ，联立椭圆方程，得到点 B 坐标，再利用点到直线距离公式即可；法五：首先考虑直线 PB 斜率

不存在的情况，再设
3: ( 3)
2

PB y k x- = - ，利用弦长公式和点到直线的距离公式即可得到答案；法六：设

线法与法五一致，利用水平宽乘铅锤高乘
1
2 表达面积即可.

【小问 1 详解】

由题意得

2 2

3
9

9 4 1

b

a b

=ì
ïï
í
ï + =
ïî

，解得

2

2

9
12

b
a

ì =
í

=î
，

所以
2

2

9 11 1
12 2

be
a

= - = - = .
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【小问 2 详解】

法一：

33 12
0 3 2APk

-
= = -

-
，则直线 AP 的方程为

1 3
2

y x= - + ，即 2 6 0x y+ - = ，

 
2

2 3 3 50 3 3
2 2

AP æ ö= - + - =ç ÷
è ø

，由（1）知
2 2

: 1
12 9
x yC + = ，

设点 B 到直线 AP 的距离为d ，则

2 9 12 5
53 5

2

d ´
= =

，

则将直线 AP 沿着与 AP 垂直的方向平移
12 5

5
单位即可，

此时该平行线与椭圆的交点即为点 B ，

设该平行线 方程为： 2 0x y C+ + = ，

则
6 12 5

55
C +

= ，解得 6C = 或 18C = - ，

当 6C = 时，联立

2 2

1
12 9

2 6 0

x y

x y

ì
+ =ï

í
ï + + =î

，解得
0
3

x
y

=ì
í = -î

或

3
3
2

x

y

= -ì
ï
í

= -ïî
，

即  0, 3B - 或
33,
2

æ ö- -ç ÷
è ø

，

当  0, 3B - 时，此时
3
2lk = ，直线 l的方程为

3 3
2

y x= - ，即3 2 6 0x y- - = ，

当
33,
2

B æ ö- -ç ÷
è ø

时，此时
1
2lk = ，直线 l的方程为

1
2

y x= ，即 2 0x y- = ，

当 18C = - 时，联立

2 2

1
12 9

2 18 0

x y

x y

ì
+ =ï

í
ï + - =î

得 22 27 117 0y y- + = ，

227 4 2 117 207 0D = - ´ ´ = - < ，此时该直线与椭圆无交点.

综上直线 l的方程为3 2 6 0x y- - = 或 2 0x y- = .

法二：同法一得到直线 AP 的方程为 2 6 0x y+ - = ，

点 B 到直线 AP 的距离
12 5

5
d = ，

的
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设  0 0,B x y ，则

0 0

2 2
0 0

2 6 12 5
55

1
12 9

x y

x y

ì + -
=ïï

í
ï + =ïî

，解得

0

0

3
3
2

x

y

= -ì
ï
í

= -ïî
或

0

0

0
3

x
y

=ì
í = -î

，

即  0, 3B - 或
33,
2

æ ö- -ç ÷
è ø

，以下同法一.

法三：同法一得到直线 AP 的方程为 2 6 0x y+ - = ，

点 B 到直线 AP 的距离
12 5

5
d = ，

设  2 3 cos ,3sinB q q ，其中  0,2q Î p ，则有
2 3 cos 6sin 6 12 5

55

q q+ -
= ，

联立 2 2cos sin 1q q+ = ，解得

3cos
2
1sin
2

q

q

ì
= -ïï

í
ï = -ïî

或
cos 0
sin 1

q
q

=ì
í = -î

，

即  0, 3B - 或
33,
2

æ ö- -ç ÷
è ø

，以下同法一；

法四：当直线 AB 的斜率不存在时，此时  0, 3B - ，

1 6 3 9
2PABS = ´ ´ =V ，符合题意，此时

3
2lk = ，直线 l的方程为

3 3
2

y x= - ，即3 2 6 0x y- - = ，

当线 AB 的斜率存在时，设直线 AB 的方程为 3y kx= + ，

联立椭圆方程有 2 2

3

1
12 9

y kx
x y

= +ì
ï
í

+ =ïî

，则  2 24 3 24 0k x kx+ + = ，其中 APk k¹ ，即
1
2

k ¹ - ，

解得 0x = 或 2

24
4 3

kx
k
-

=
+

， 0k ¹ ，
1
2

k ¹ - ，

令 2

24
4 3

kx
k
-

=
+

，则
2

2

12 9
4 3

ky
k

- +
=

+
，则

2

2 2
24 12 9,

4 3 4 3
k kB

k k
æ ö- - +
ç ÷+ +è ø

同法一得到直线 AP 的方程为 2 6 0x y+ - = ，

点 B 到直线 AP 的距离
12 5

5
d = ，
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则

2

2 2
24 12 92 6

4 3 4 3 12 5
55

k k
k k
- - +

+ ´ -
+ +

=
，解得

3
2

k = ，

此时
33,
2

B æ ö- -ç ÷
è ø

，则得到此时
1
2lk = ，直线 l的方程为

1
2

y x= ，即 2 0x y- = ，

综上直线 l的方程为3 2 6 0x y- - = 或 2 0x y- = .

法五：当 l的斜率不存在时，
3: 3, 3, , 3,
2

l x B PB Aæ ö= - =ç ÷
è ø

到 PB 距离 3d = ，

此时
1 93 3 9
2 2ABPS = ´ ´ = ¹V 不满足条件.

当 l的斜率存在时，设
3: ( 3)
2

PB y k x- = - ，令    1 1 2 2, , ,P x y B x y ，

2 2

3( 3)
2

1
12 9

y k x

x y

ì = - +ïï
í
ï + =
ïî

，消 y 可得    2 2 2 24 3 24 12 36 36 27 0k x k k x k k+ - - + - - = ，

    22 2 2Δ 24 12 4 4 3 36 36 27 0k k k k k= - - + - - > ，且 APk k¹ ，即
1
2

k ¹ - ，

 

2
2 2

1 2 2 22
1 2 1 2 22

1 2 2

24 12 274 3 1 3 9
4 3 4, 1 4

4 336 36 27
4 3

k kx x k k k
k PB k x x x x

kk kx x
k

ì -
+ = + + +ïï + = + + - =í +- -ï =ï +î

，

A 到直线 PB 距离

2 2

22 2

3 3273 34 3 1 3 912 24, 9
2 4 31 1

PAB

k kk k k
d S

kk k

+ ++ + +
= = × × =

++ +
V

，

1
2

k\ = 或
3
2
，均满足题意，

1:
2

l y x\ = 或
3 3
2

y x= - ，即3 2 6 0x y- - = 或 2 0x y- = .

法六：当 l的斜率不存在时，
3: 3, 3, , 3,
2

l x B PB Aæ ö= - =ç ÷
è ø

到 PB 距离 3d = ，

此时
1 93 3 9
2 2ABPS = ´ ´ = ¹V 不满足条件.

当直线 l斜率存在时，设
3: ( 3)
2

l y k x= - + ，

设 l与 y 轴的交点为Q，令 0x = ，则
30, 3
2

Q kæ ö- +ç ÷
è ø

，
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联立
2 2

33
2

3 4 36

y kx k

x y

ì = - +ï
í
ï + =î

，则有  2 2 233 4 8 3 36 36 27 0
2

k x k k x k kæ ö+ - - + - - =ç ÷
è ø

，

 2 2 233 4 8 3 36 36 27 0
2

k x k k x k kæ ö+ - - + - - =ç ÷
è ø

，

其中   
2

2 2 23Δ 8 3 4 3 4 36 36 27 0
2

k k k k kæ ö= - - + - - >ç ÷
è ø

，且
1
2

k ¹ - ，

则
2 2

2 2
36 36 27 12 12 93 ,

3 4 3 4B B
k k k kx x

k k
- - - -

= =
+ +

，

则 2
1 1 3 12 183 9
2 2 2 3 4P B

kS AQ x x k
k

+
= - = + =

+
，解的

1
2

k = 或
3
2

k = ，经代入判别式验证均满足题意.

则直线 l为
1
2

y x= 或
3 3
2

y x= - ，即3 2 6 0x y- - = 或 2 0x y- = .

17. 如图，四棱锥 P ABCD- 中， PA ^底面 ABCD， 2PA AC= = ， 1, 3BC AB= = ．

（1）若 AD PB^ ，证明： //AD 平面 PBC ；

（2）若 AD DC^ ，且二面角 A CP D- - 的正弦值为
42
7

，求 AD ．

【答案】（1）证明见解析    

（2） 3

【解析】
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【分析】（1）先证出 AD ^ 平面 PAB，即可得 AD AB^ ，由勾股定理逆定理可得 BC AB^ ，从而  

/ /AD BC ，再根据线面平行的判定定理即可证出；

（2）过点 D 作 DE AC^ 于 E ，再过点 E 作 EF CP^ 于 F ，连接 DF ，根据三垂线法可知， DFEÐ 即

为二面角 A CP D- - 的平面角，即可求得 tan 6DFEÐ = ，再分别用 AD 的长度表示出 ,DE EF ，即可

解方程求出 AD ．

【小问 1 详解】

（1）因为 PA ^平面 ABCD，而 AD Ì平面 ABCD，所以 PA AD^ ，

又 AD PB^ ， PB PA P=I ， ,PB PA Ì平面 PAB，所以 AD ^ 平面 PAB，

而 AB Ì 平面 PAB，所以 AD AB^ .

因为 2 2 2BC AB AC+ = ，所以BC AB^ ， 根据平面知识可知 / /AD BC ，

又 AD Ë平面 PBC ， BC Ì 平面 PBC ，所以 / /AD 平面 PBC ．

【小问 2 详解】

如图所示，过点 D 作 DE AC^ 于 E ，再过点 E 作 EF CP^ 于 F ，连接 DF ，

因为 PA ^平面 ABCD，所以平面 PAC ^平面 ABCD，而平面 PAC I平面 ABCD AC= ，

所以 DE ^ 平面 PAC ，又 EF CP^ ，所以 ^CP 平面 DEF ，

根据二面角的定义可知， DFEÐ 即为二面角 A CP D- - 的平面角，

即
42sin
7

DFEÐ = ，即 tan 6DFEÐ = ．

因为 AD DC^ ，设 AD x= ，则 24CD x= - ，由等面积法可得，
24

2
x xDE -

= ，

又    2 2 2
2

4 44
4 2

x x xCE x
- -

= - - = ，而 EFCV 为等腰直角三角形，所以

24
2 2

xEF -
= ，

故

2

2

4
2tan 6

4
2 2

x x

DFE
x

-

Ð = =
-

，解得 3x = ，即 3AD = ．
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18. 已知函数
3( ) ln ( 1)

2
xf x ax b x

x
= + + -

-

（1）若 0b = ，且 ( ) 0f x¢ ³ ，求 a的最小值；

（2）证明：曲线 ( )y f x= 是中心对称图形；

（3）若 ( ) 2f x > - 当且仅当1 2x< < ，求b 的取值范围．

【答案】（1） 2-     

（2）证明见解析    （3）
2
3

b ³ -

【解析】

【分析】（1）求出  min
2f x a¢ = + 后根据 ( ) 0f x¢ ³ 可求 a的最小值；

（2）设  ,P m n 为  y f x= 图象上任意一点，可证  ,P m n 关于  1, a 的对称点为  2 ,2Q m a n- - 也在

函数的图像上，从而可证对称性；

（3）根据题设可判断  1 2f = - 即 2a = - ，再根据 ( ) 2f x > - 在  1,2 上恒成立可求得
2
3

b ³ - .

【小问 1 详解】

0b = 时，   ln
2

xf x ax
x

= +
-

，其中  0,2x Î ，

则      1 1 2 , 0,2
2 2

f x a x
x x x x

= + = + Î
- -

¢ ，

因为  
222 1

2
x xx x - +æ ö- £ =ç ÷

è ø
，当且仅当 1x = 时等号成立，

故  min
2f x a¢ = + ，而   0f x¢ ³ 成立，故 2 0a + ³ 即 2a ³ - ，

所以 a的最小值为 2- .，

【小问 2 详解】
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   3ln 1
2

xf x ax b x
x

= + + -
-

的定义域为  0,2 ，

设  ,P m n 为  y f x= 图象上任意一点，

 ,P m n 关于  1, a 的对称点为  2 ,2Q m a n- - ，

因为  ,P m n 在  y f x= 图象上，故  3ln 1
2

mn am b m
m

= + + -
-

，

而        3 322 ln 2 2 1 ln 1 2
2

m mf m a m b m am b m a
m m
- é ù- = + - + - - = - + + - +ê ú-ë û

，

2n a= - + ，

所以  2 ,2Q m a n- - 也在  y f x= 图象上，

由 P 的任意性可得  y f x= 图象为中心对称图形，且对称中心为  1, a .

【小问 3 详解】

因为   2f x > - 当且仅当1 2x< < ，故 1x = 为   2f x = - 的一个解，

所以  1 2f = - 即 2a = - ，

先考虑1 2x< < 时，   2f x > - 恒成立.

此时   2f x > - 即为    3ln 2 1 1 0
2

x x b x
x

+ - + - >
-

在  1,2 上恒成立，

设  1 0,1t x= - Î ，则
31ln 2 0

1
t t bt

t
+

- + >
-

在  0,1 上恒成立，

设    31ln 2 , 0,1
1
tg t t bt t

t
+

= - + Î
-

，

则    2 2
2

2 2

3 2 32 2 3
1 1

t bt b
g t bt

t t
- + +

= - + =
-

¢
-

，

当 0b ³ ， 23 2 3 3 2 3 2 0bt b b b- + + ³ - + + = > ，

故   0g t¢ > 恒成立，故  g t 在  0,1 上为增函数，

故    0 0g t g> = 即   2f x > - 在  1,2 上恒成立.

当
2 0
3

b- £ < 时， 23 2 3 2 3 0bt b b- + + ³ + ³ ，

故   0g t¢ ³ 恒成立，故  g t 在  0,1 上为增函数，

故    0 0g t g> = 即   2f x > - 在  1,2 上恒成立.
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当
2
3

b < - ，则当
20 1 1
3

t
b

< < + < 时，   0g t¢ <

故在
20, 1

3b
æ ö

+ç ÷ç ÷
è ø

上  g t 为减函数，故    0 0g t g< = ，不合题意，舍；

综上，   2f x > - 在  1,2 上恒成立时
2
3

b ³ - .

而当
2
3

b ³ - 时，

而
2
3

b ³ - 时，由上述过程可得  g t 在  0,1 递增，故   0g t > 的解为  0,1 ，

即   2f x > - 的解为  1,2 .

综上，
2
3

b ³ - .

【点睛】思路点睛：一个函数不等式成立的充分必要条件就是函数不等式对应的解，而解的端点为函数对

一个方程的根或定义域的端点，另外，根据函数不等式的解确定参数范围时，可先由恒成立得到参数的范

围，再根据得到的参数的范围重新考虑不等式的解的情况.

19. 设 m 为正整数，数列 1 2 4 2, ,..., ma a a + 是公差不为 0 的等差数列，若从中删去两项 ia 和  ja i j< 后剩余

的 4m 项可被平均分为m 组，且每组的 4 个数都能构成等差数列，则称数列 1 2 4 2, ,..., ma a a + 是  ,i j -可分

数列．

（1）写出所有的  ,i j ，1 6i j£ < £ ，使数列 1 2 6, ,...,a a a 是  ,i j -可分数列；

（2）当 3m ³ 时，证明：数列 1 2 4 2, ,..., ma a a + 是  2,13 -可分数列；

（3）从1,2,..., 4 2m + 中一次任取两个数 i 和  j i j< ，记数列 1 2 4 2, ,..., ma a a + 是  ,i j -可分数列的概率

为 mP ，证明：
1
8mP > ．

【答案】（1）      1,2 , 1,6 , 5,6     

（2）证明见解析    （3）证明见解析

【解析】

【分析】（1）直接根据  ,i j -可分数列的定义即可；

（2）根据  ,i j -可分数列的定义即可验证结论；

（3）证明使得原数列是  ,i j -可分数列的  ,i j 至少有  21m m+ - 个，再使用概率的定义.

【小问 1 详解】
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首先，我们设数列 1 2 4 2, ,..., ma a a + 的公差为d ，则 0d ¹ .

由于一个数列同时加上一个数或者乘以一个非零数后是等差数列，当且仅当该数列是等差数列，

故我们可以对该数列进行适当的变形  1 1 1,2,..., 4 2k
k

a aa k m
d
-

= + = +¢ ，

得到新数列  1,2,..., 4 2ka k k m= = +¢ ，然后对 1 2 4 2, ,..., ma a a +¢ ¢ ¢ 进行相应的讨论即可.

换言之，我们可以不妨设  1,2,..., 4 2ka k k m= = + ，此后的讨论均建立在该假设下进行.

回到原题，第 1 小问相当于从1,2,3,4,5,6 中取出两个数 i 和  j i j< ，使得剩下四个数是等差数列.

那么剩下四个数只可能是1,2,3,4 ，或 2,3,4,5，或3,4,5,6 .

所以所有可能的  ,i j 就是      1,2 , 1,6 , 5,6 .

【小问 2 详解】

由于从数列1,2,..., 4 2m + 中取出 2 和13后，剩余的 4m 个数可以分为以下两个部分，共m 组，使得每组

成等差数列：

①     1, 4,7,10 , 3,6,9,12 , 5,8,11,14 ，共3组；

②     15,16,17,18 , 19,20,21,22 ,..., 4 1, 4 , 4 1, 4 2m m m m- + + ，共 3m - 组.

（如果 3 0m - = ，则忽略②）

故数列1,2,..., 4 2m + 是  2,13 -可分数列.

【小问 3 详解】

定义集合    4 1 0,1,2,..., 1,5,9,13,..., 4 1A k k m m= + = = + ，

   4 2 0,1,2,..., 2,6,10,14,..., 4 2B k k m m= + = = + .

下面证明，对1 4 2i j m£ < £ + ，如果下面两个命题同时成立，

则数列1,2,..., 4 2m + 一定是  ,i j -可分数列：

命题 1： ,i A j BÎ Î 或 ,i B j AÎ Î ；

命题 2： 3j i- ¹ .

我们分两种情况证明这个结论.

第一种情况：如果 ,i A j BÎ Î ，且 3j i- ¹ .

此时设 14 1i k= + ， 24 2j k= + ，  1 2, 0,1, 2,...,k k mÎ .
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则由 i j< 可知 1 24 1 4 2k k+ < + ，即 2 1
1
4

k k- > - ，故 2 1k k³ .

此时，由于从数列1, 2,..., 4 2m + 中取出 14 1i k= + 和 24 2j k= + 后，

剩余的 4m 个数可以分为以下三个部分，共m 组，使得每组成等差数列：

①     1 1 1 11,2,3,4 , 5,6,7,8 ,..., 4 3,4 2,4 1,4k k k k- - - ，共 1k 组；

②     1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 24 2,4 3,4 4, 4 5 , 4 6, 4 7,4 8,4 9 ,..., 4 2,4 1,4 ,4 1k k k k k k k k k k k k+ + + + + + + + - - + ，共

2 1k k- 组；

③     2 2 2 2 2 2 2 24 3,4 4,4 5,4 6 , 4 7,4 8, 4 9,4 10 ,..., 4 1, 4 ,4 1,4 2k k k k k k k k m m m m+ + + + + + + + - + + ，共

2m k- 组

（如果某一部分的组数为 0 ，则忽略之）

故此时数列1,2,..., 4 2m + 是  ,i j -可分数列.

第二种情况：如果 ,i B j AÎ Î ，且 3j i- ¹ .

此时设 14 2i k= + ， 24 1j k= + ，  1 2, 0,1, 2,...,k k mÎ .

则由 i j< 可知 1 24 2 4 1k k+ < + ，即 2 1
1
4

k k- > ，故 2 1k k> .

由于 3j i- ¹ ，故    2 14 1 4 2 3k k+ - + ¹ ，从而 2 1 1k k- ¹ ，这就意味着 2 1 2k k- ³ .

此时，由于从数列1, 2,..., 4 2m + 中取出 14 2i k= + 和 24 1j k= + 后，剩余的 4m 个数可以分为以下四个部

分，共m 组，使得每组成等差数列：

①     1 1 1 11,2,3,4 , 5,6,7,8 ,..., 4 3,4 2,4 1,4k k k k- - - ，共 1k 组；

② 1 1 2 1 2 1 24 1,3 1,2 2 1, 3 1k k k k k k k+ + + + + + + ， 1 2 1 2 1 2 23 2,2 2 2, 3 2,4 2k k k k k k k+ + + + + + + ，共

2 组；

③全体 1 1 2 1 2 1 24 ,3 , 2 2 , 3k p k k p k k p k k p+ + + + + + + ，其中 2 13,4,...,p k k= - ，共 2 1 2k k- - 组；

④     2 2 2 2 2 2 2 24 3,4 4,4 5,4 6 , 4 7,4 8, 4 9,4 10 ,..., 4 1, 4 ,4 1,4 2k k k k k k k k m m m m+ + + + + + + + - + + ，共

2m k- 组.

（如果某一部分的组数为 0 ，则忽略之）

这里对②和③进行一下解释：将③中的每一组作为一个横排，排成一个包含 2 1 2k k- - 个行，4个列的数

表以后，4个列分别是下面这些数：

.
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 1 1 1 24 3, 4 4,...,3k k k k+ + + ， 1 2 1 2 1 23 3,3 4,..., 2 2k k k k k k+ + + + + ，

 1 2 1 2 1 22 2 3,2 2 3,..., 3k k k k k k+ + + + + ， 1 2 1 2 23 3, 3 4,..., 4k k k k k+ + + + . 

可以看出每列都是连续的若干个整数，它们再取并以后，将取遍 1 1 24 1,4 2,..., 4 2k k k+ + + 中除开五个集

合 1 14 1,4 2k k+ + ， 1 2 1 23 1,3 2k k k k+ + + + ， 1 2 1 22 2 1,2 2 2k k k k+ + + + ，

 1 2 1 23 1, 3 2k k k k+ + + + ， 2 24 1,4 2k k+ + 中的十个元素以外的所有数.

而这十个数中，除开已经去掉的 14 2k + 和 24 1k + 以外，剩余的八个数恰好就是②中出现的八个数.

这就说明我们给出的分组方式满足要求，故此时数列1,2,..., 4 2m + 是  ,i j -可分数列.

至此，我们证明了：对1 4 2i j m£ < £ + ，如果前述命题 1 和命题 2 同时成立，则数列1,2,..., 4 2m + 一定

是  ,i j -可分数列.

然后我们来考虑这样的  ,i j 的个数.

首先，由于 A BÇ = Æ，A 和 B 各有 1m + 个元素，故满足命题 1 的  ,i j 总共有  21m + 个；

而如果 3j i- = ，假设 ,i A j BÎ Î ，则可设 14 1i k= + ， 24 2j k= + ，代入得    2 14 2 4 1 3k k+ - + = .

但这导致 2 1
1
2

k k- = ，矛盾，所以 ,i B j AÎ Î .

设 14 2i k= + ， 24 1j k= + ，  1 2, 0,1, 2,...,k k mÎ ，则    2 14 1 4 2 3k k+ - + = ，即 2 1 1k k- = .

所以可能的  1 2,k k 恰好就是      0,1 , 1,2 ,..., 1,m m- ，对应的  ,i j 分别是

     2,5 , 6,9 ,..., 4 2,4 1m m- + ，总共m 个.

所以这  21m + 个满足命题 1 的  ,i j 中，不满足命题 2 的恰好有m 个.

这就得到同时满足命题 1 和命题 2 的  ,i j 的个数为  21m m+ - .

当我们从1,2,..., 4 2m + 中一次任取两个数 i 和  j i j< 时，总的选取方式的个数等于

     4 2 4 1
2 1 4 1

2
m m

m m
+ +

= + + .

而根据之前的结论，使得数列 1 2 4 2, ,..., ma a a + 是  ,i j -可分数列的  ,i j 至少有  21m m+ - 个.

所以数列 1 2 4 2, ,..., ma a a + 是  ,i j -可分数列的概率 mP 一定满足
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 
           

2

22 2
11

1 1 124
2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4 2 2 2 1 2 1 8m

mm mm m m mP
m m m m m m m m

æ ö++ + ç ÷+ - + + è ø³ = > = =
+ + + + + + + +

.

这就证明了结论.

【点睛】关键点点睛：本题的关键在于对新定义数列的理解，只有理解了定义，方可使用定义验证或探究

结论.


